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Zaključna naloga obravnava trdnostno analizo linijske konstrukcije z uporabo 
superelementov. Analizirana in razrešena je enostavna konstrukcija, sestavljena iz linijskih 
nosilcev in palic. Sledi izpeljava enačbe superelementa ter ponovna razrešitev enostavnega 
primera s pomočjo le-tega. Potem je s pomočjo superelementov, sestavljenih v sestav, 
razrešena realistična konstrukcija, sestavljena iz več ponavljajočih se konstrukcij. Na koncu 
je superelement rekonstruiran, izračunane pa so tudi napetosti v elementih znotraj 
superelementa. Rešitev je preverjena s programskim paketom ABAQUS. 
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This thesis discusses strength analysis of beam element structures with use of superelements. 
It analyses and solves simple structure made of bar and beam elements. The derivation of 
superelement equation in explained followed by a solution of a simple example with its use. 
With a help of superelements, assembled into the assembly, a realistic structure consisting 
of several repetitive structures is resolved. In the end the superelement is reconstructed and 
the stresses in the elements within the superelement are calculated. The solution is verified 
with ABAQUS software package. 
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1. Uvod 
1.1. Ozadje problema 
V metodi končnih elementov (v nadaljevanju KE) se pri reševanju realnih problemov pojavi 
veliko število KE in s tem prostostnih stopenj, ki se jih mora razrešiti. Posledica tega je, da 
analiza s KE od samega začetka uporabe računalnikov presega njihove zmogljivosti, saj se 
z večanjem teh povečujejo tudi želje po analiziranju vedno bolj zahtevnih problemov. Eden 
od načinov, s katerim lahko te težave rešimo oziroma jih zmanjšamo, je uporaba 
superelementov, kar pa bom poskušal prikazati v sklopu te zaključne naloge. 
 
Koncept superelementov se znotraj metode KE uporablja z namenom, da se več med seboj 
povezanih elementov obravnava kot en sam element oziroma superelement. Pogoj za tak 
pristop je, da to ni naključni skupek elementov, ampak da ti elementi sami tvorijo neko 
podstrukturo [1]. Prednosti takega pristopa so: 
- Konstrukcijo se lahko razdeli na več podkonstrukcij ali podstruktur ter se jih razdeli na 
skupine s primernim znanjem za obravnavanje le-teh. Na sliki 1.1 je prikazan primer 
takega pristopa, kjer je letalo razdeljeno na šest podstruktur označenih s S1 pa do S6, pri 
katerih se lahko delo deli na skupino za krilo, skupino za motor, skupino za trup … [1] 
Vsaka od teh skupin izdela svoj model in ga analizira, nato pa se vse skupaj združi v 
celoten model. 
 
 
 
Slika 1.1: Letalo razdeljeno na 6 podstruktur [1]. 
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- Superelemente se lahko uporabi, če so podstrukture geometrijsko ponovljive. V takem 
primeru se naredi model ene podstrukture in se ga uporabi še za vse ostale. Na sliki 1.2 
je prikazan most Bailey, katerega nosilne stranice so sestavljene iz več ponavljajočih se 
delov, ki jih lahko nadomestimo s superelementi. Primer enega ponavljajočega se dela 
ali ene podstrukture je prikazan na sliki 1.3. 
 
 
 
Slika 1.2: Most tipa Bailey [2]. 
 
 
 
Slika 1.3: Ponavljajoč element stranice mostu Bailey [2]. 
 
- Pri popravkih ali pri spremembah konstrukcije ni potrebno opravljati analize celotne 
konstrukcije, ampak samo podstrukture, ki se spremeni. Tak pristop je veliko hitrejši in 
posledično cenejši, saj se večino konstrukcij analizira večkrat. 
- Z uporabo superelementov se lahko preseže računalniške omejitve, saj hitrost reševanja 
narašča z večanjem procesorske moči, ki pa je ni nikoli dovolj. Superelemente se lahko 
razdeli na več računalnikov in se jih procesira hkrati ali pa v več kratkih serijah in se s 
tem znebi dolgotrajnih procesiranj, ki onemogočijo uporabo računalnika za druge 
namene.  
- Izračuni so hitrejši, saj pri uporabi koncepta superelementov nastopa manj računskih 
operacij. 
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V sklopu zaključne naloge bom koncept superelementov prikazal na primeru konstrukcije, 
ki se pojavlja na mostu Bailey. Ta tip mostu je uporabljen predvsem kot začasni most, 
izumljen pa je bil za vojaške namene, vendar se jih uporablja tudi kot nadomestne mostove 
ob popravilu ali vzdrževanju drugih mostov [2]. Je modularni, zato se poljubna dolžina 
mostu doseže s sestavljanjem elementov, kakršen je prikazan na sliki 1.3. 
 
Primer, ki ga bom obravnaval, je prikazan na sliki 1.4. Sestavljen je iz štirih ponovljivih 
delov, ki jih bom zamenjal s superelementi. Konstrukcija je v robnih vozliščih podprta z 
nepomičnimi členkastimi podporami, na stikih med ponovljivimi elementi pa je 
obremenjena s točkovnimi obremenitvami. 
 
 
 
Slika 1.4: Obremenjena linijska konstrukcija členkasto podprta v robnih vozliščih. 
 
 
1.2. Cilji 
Namen zaključne naloge je osvojiti osnovni koncept superelementov. Cilji naloge so po 
metodi končnih elementov obravnavati preprosto ravninsko konstrukcijo in na njej 
predstaviti koncept superelementov, nadalje pa tega uporabiti za realistične konstrukcije. 
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2. Teoretične osnove 
V tem poglavju bo predstavljeno teoretično ozadje, ki je potrebno za reševanje konstrukcije 
prikazane v uvodnem poglavju zaključne naloge. Vsebina je povzeta po gradivu za predmet 
Metode numeričnega modeliranja [3]. 
 
 
2.1. Primer osno obremenjene palice 
Na sliki 2.1 je prikazan raven, enodimenzionalen, linearno elastičen element, ki ima 
spremenljiv prečni prerez A(x), modul elastičnosti E, koeficient temperaturne razteznosti α 
ter je dolžine L. Na robovih je obremenjen s silama FxJ in FxK, po celotni dolžini je 
obremenjen z zvezno porazdeljeno obremenitvijo n(x) ter po prerezu izpostavljen 
enakomerni temperaturni obremenitvi ΔT. 
 
 
 
Slika 2.1: Raven enodimenzionalen element [3]. 
 
Iz statičnega ravnotežja vseh sil na obremenjeni diferencialni delec, ki je prikazan na sliki 
2.2 se vidi: 
−𝑁(𝑥) + 𝑁(𝑥) + 𝑑𝑁 + 𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0 (2.1) 
Iz tega sledi, da je sprememba osne sile vzdolž nosilca enaka: 
𝑑𝑁
𝑑𝑥
= −𝑛 (2.2) 
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Pri tem sta 𝑁(𝑥) ter 𝑁(𝑥) + 𝑑𝑁 sili, ki delujeta na rob diferencialnega elementa, 𝑛 pa zvezno 
porazdeljena obremenitev vzdolž osi diferencialnega elementa. 
 
 
 
Slika 2.2: Obremenjeno stanje diferencialnega elementa [3]. 
 
Na sliki 2.3 je prikazano deformirano stanje obremenjenega diferencialnega elementa. Vidi 
se, da je celotna deformacija vzdolž dolžine elementa 𝜀 enaka razmerju spremembe dolžine 
elementa 𝑑𝑢 ter nedeformirane dolžine elementa 𝑑𝑥, kar pa je zapisano v enačbi (2.3). 
𝜀 =
𝑑𝑢
𝑑𝑥
 (2.3) 
𝜀 =  𝜀σ + 𝜀T (2.4) 
 
 
 
Slika 2.3: Deformirano stanje diferencialnega elementa [3]. 
 
Enačba (2.4) prikazuje, da je celotna deformacija sestavljena iz dveh delov. Elastična 
deformacija 𝜀σ je posledica sil ter zvezno porazdeljene obremenitve, ki delujejo na element. 
Deformacija 𝜀T pa se pojavi zaradi temperaturne obremenitve elementa. Elastično 
deformacijo podaja Hookov zakon in je prikazana z enačbo (2.5), kjer 𝜎 predstavlja napetost 
in je zapisana z enačbo (2.6). Deformacija 𝜀T pa je zapisana z enačbo (2.7). 
𝜀σ =
𝜎
𝐸
 (2.5) 
𝜎 =
𝑁
𝐴
 (2.6) 
𝜀T = 𝛼∆𝑇 (2.7) 
Iz enačb (2.4), (2.5) ter (2.6) se osna sila lahko zapiše  
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?̅?𝑖 𝑇 = ∫ 𝐸𝐴𝛼𝑞∆𝑇 (−
?̅?
𝐿
)
𝐿
0
𝑑?̅? (2.15) 
?̅?𝑗 𝑇 = ∫ 𝐸𝐴𝛼𝑞∆𝑇 (
?̅?
𝐿
)
𝐿
0
𝑑?̅? (2.16) 
 
 
 
Slika 2.4: Končni element palice s pomiki in (a) notranjimi osnimi silami ter (b) z zunanjimi 
obremenitvami. 
 
Z naslednjimi enačbami so posamezni deli sistema enačb, zapisani na krajši način, pri čemer 
[?̅?𝑝] predstavlja togostno matriko KE, {?̅?𝑝} in {𝑓?̅?} pa sta vektor pomikov in vektor notranjih 
osnih sil ter obremenitev. 
[?̅?𝑝] =
𝐸𝐴
𝐿
[
1 −1
−1 1
] (2.17) 
{?̅?𝑝} = {
?̅?𝑖
?̅?𝑗
} (2.18) 
{𝑓?̅?} = {
−?̅?𝑖
?̅?𝑗
} + {
?̅?𝑖
?̅?𝑗
} (2.19) 
Sledi sistem enačb, zapisan na krajši način. 
[?̅?𝑝]{?̅?} = {𝑓̅} (2.20) 
Sledi izpeljava KE palice v ravnini, pri čemer pride do transformacije iz lokalnega v globalni 
koordinatni sistem. Tak KE prikazuje sliki 2.5, pri čemer 𝜙 predstavlja kot zasuka KE, 
pomiki pa so v globalnem KS v smeri x ter y in so označeni z {𝑈𝑝}, kar prikazuje sledeča 
enačba. 
{𝑈𝑝} = [𝑈𝑥𝑖 𝑈𝑦𝑗 𝑈𝑥𝑗 𝑈𝑦𝑗] (2.21) 
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Slika 2.5: Palični element v ravnini [4]. 
 
Z enačbama (2.22) in (2.23) sta izražena pomika vozlišč z globalnimi pomiki. 
?̅?𝑖 = 𝑈𝑥𝑖𝑐𝑜𝑠𝜙 + 𝑈𝑦𝑖𝑠𝑖𝑛𝜙 (2.22) 
?̅?𝑗 = 𝑈𝑥𝑗𝑐𝑜𝑠𝜙 + 𝑈𝑦𝑗𝑠𝑖𝑛𝜙 (2.23) 
Vektor pomikov v matrični obliki je tako 
{
?̅?𝑖
?̅?𝑗
} = [
𝑐𝑜𝑠𝜙 𝑠𝑖𝑛𝜙 0 0
0 0 𝑐𝑜𝑠𝜙 𝑠𝑖𝑛𝜙
]
{
 
 
𝑈𝑥𝑖
𝑈𝑦𝑖
𝑈𝑥𝑗
𝑈𝑦𝑗}
 
 
 
(2.24) 
kjer transformacijsko matriko označimo s [𝑇𝑝] (enačba (2.27)). Vektor pomikov je zato 
lahko zapisan z naslednjo enačbo. 
{?̅?𝑝} = [𝑇𝑝]{𝑈𝑝} (2.25) 
Enak postopek se lahko ponovi za vektor sil in se dobi enačbo (2.26), kjer je {𝑓?̅?} vektor sil 
v lokalnem KS, {𝑓𝑝} pa v globalnem. 
{𝑓?̅?} = [𝑇𝑝]{𝑓𝑝} (2.26) 
[𝑇𝑝] = [
𝑐𝑜𝑠𝜙 𝑠𝑖𝑛𝜙 0 0
0 0 𝑐𝑜𝑠𝜙 𝑠𝑖𝑛𝜙
] (2.27) 
Transformacijska matrika ima lastnost, da pri množenju s transponirano da enotsko matriko, 
kar je prikazano v sledeči enačbi. 
[𝑇𝑝][𝑇𝑝]
𝑇
= [𝑇𝑝]
𝑇
[𝑇𝑝] = 𝐼 (2.28) 
To pomeni, da je transformacijska matrika ortogonalna matrika in zato sledi:  
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[𝑇𝑝]
−1
= [𝑇𝑝]
𝑇
 (2.29) 
Če združimo enačbe (2.20), (2.25) in (2.26) in jih z leve množimo s [𝑇𝑝]
𝑇
, dobimo enačbo 
(2.30), ki je enačba končnega elementa palice v ravnini. 
[𝑇𝑝]
𝑇
[?̅?𝑝][𝑇𝑝]{𝑈𝑝} = {𝑓𝑝} (2.30) 
 
 
2.2. Primer upogibno obremenjenega nosilca 
Za izpeljavo vodilne enačbe nosilca se obravnava raven enodimenzionalen linearno elastičen 
element, ki ima spremenljiv prečni prerez A(x) in vztrajnostni moment prereza 𝐼(𝑥), modul 
elastičnosti E, koeficient temperaturne razteznosti α. Enako kot pri izpeljavi vodilne enačbe 
palice se tudi tu obravnava diferencialni delec, kakršen je prikazan na sliki 2.6, kjer 𝑇𝑧 
predstavlja notranjo prečno silo, 𝑀𝑦 notranji moment, 𝑝𝑧 porazdeljeno prečno obremenitev, 
temperaturna obremenitev pa je ΔT(x). 
 
 
 
Slika 2.6: Obremenjeno stanje diferencialnega elementa [3]. 
Iz statičnega ravnotežja na diferencialnem elementu sledita enačbi (2.27) in (2.28), iz teh 
dveh pa enačba (2.33). 
𝑑𝑇𝑧 = −𝑝𝑧(𝑥)𝑑𝑥 (2.31) 
𝑑𝑀𝑦 = Ty(𝑥)𝑑𝑥 (2.32) 
𝑑𝑇𝑧
𝑑𝑥
=
𝑑2𝑀𝑦
𝑑𝑥2
= −𝑝𝑧(𝑥) (2.33) 
Iz deformacijske konsistentnosti sledi enačba elastične deformacije (2.34) [3]. 
𝜀 = −𝑧
𝑑2𝑤
𝑑𝑥2
  (2.34) 
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?????????????????????????????????? ???????????????? ??????????????????????????????
? ? ?????????????
?????????? ????
? ????????????????????????????
? ???????????
? ?????????????????????????????????????
???????????? ??????? ??????? ???? ???????? ??? ?????? ??? ?????? ??? ??? ?????????? ???????????? ???????
???????????? ??? ???? ??????? ??? ???? ??? ?????? ??? ??? ?????????? ????????????? ???????????? ??
?????????????
?
?
 11 
 
Slika 2.7: Končni element nosilca s pomiki in zasuki (a), notranjimi silami in momenti (b) ter 
zunanjimi obremenitvami (c) [3]. 
 
?̃?1,2𝑧
 
= 𝐹1,2𝑝
 + 𝐹1,2𝑇
  (2.40) 
?̃?1,2𝑧
 
= 𝑀1,2𝑝
 +𝑀1,2𝑇
  (2.41) 
 
 
2.3. Razširjena formulacija upogibno in osno 
obremenjenega elementa 
Element, ki je prikazan na sliki 2.8, je kombinacija palice in nosilca. Prostostne stopnje v 
vozliščih tega elementa so prikazane v enačbi (2.42). 
{?̅?} = [?̅?𝑖 ?̅?𝑖 ?̅?𝑖 ?̅?𝑗 ?̅?𝑗 ?̅?𝑗] (2.42) 
 
 
 
Slika 2.8: Združen element palice ter nosilca [4]. 
 
Togostne matrike palice [?̅?𝑝] ter nosilca [?̅?𝑛] se razširi na vse prostostne stopnje, kar 
prikazujeta enačbi (2.43) ter (2.44) in se jih združi v togostno matriko združenega elementa, 
ki je zapisana v enačbi (2.45). 
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[?̅?𝑝] =
[
 
 
 
 
 
 
 
𝐴𝐸
𝐿
0 0 −
𝐴𝐸
𝐿
0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−
𝐴𝐸
𝐿
0 0
𝐴𝐸
𝐿
0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0]
 
 
 
 
 
 
 
 (2.43) 
[?̅?𝑛] =
[
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0
0 12 6𝐿 0 −12 6𝐿
0 6𝐿 4𝐿 
2 0 −6𝐿 2𝐿 
2
0 0 0 0 0 0
0 −12 −6𝐿 0 12 −6𝐿
0 6𝐿 2𝐿 
2 0 6𝐿 4𝐿 
2 ]
 
 
 
 
 
 (2.44) 
[?̅?] =
[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐴𝐸
𝐿
0 0
𝐴𝐸
𝐿
0 0
0 12
𝐸 𝐼 
𝐿 3
6
𝐸 𝐼 
𝐿 2
0 −12
𝐸 𝐼 
𝐿 3
6
𝐸 𝐼 
𝐿 2
0 6
𝐸 𝐼 
𝐿 2
4
𝐸 𝐼 
𝐿 
0 −6
𝐸 𝐼 
𝐿 2
2
𝐸 𝐼 
𝐿 
𝐴𝐸
𝐿
0 0
𝐴𝐸
𝐿
0 0
0 −12
𝐸 𝐼 
𝐿 3
−6
𝐸 𝐼 
𝐿 2
0 12
𝐸 𝐼 
𝐿 3
−6
𝐸 𝐼 
𝐿 2
0 6
𝐸 𝐼 
𝐿 2
2
𝐸 𝐼 
𝐿 
0 6
𝐸 𝐼 
𝐿 2
4
𝐸 𝐼 
𝐿 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (2.45) 
Na sliki 2.9 je prikazan združen element v ravnini, zato je potrebno zapisati vektor 
prostostnih stopenj v globalnem KS, ki je zapisan v enačbi (2.46). 
{𝑈} = [𝑈𝑥𝑖 𝑈𝑦𝑖 𝜙𝑖 𝑈𝑥𝑗 𝑈𝑦𝑗 𝜙𝑗] (2.46) 
Togostno matriko združenega elementa [𝑇] se dobi na enak način kot pri palici in jo 
prikazuje enačba (2.47). 
[𝑇] =
[
 
 
 
 
 
𝑐𝑜𝑠𝜙 𝑠𝑖𝑛𝜙 0 0 0 0
−𝑠𝑖𝑛𝜙 𝑐𝑜𝑠𝜙 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 𝑐𝑜𝑠𝜙 𝑠𝑖𝑛𝜙 0
0 0 0 −𝑠𝑖𝑛𝜙 𝑐𝑜𝑠𝜙 0
0 0 0 0 0 1]
 
 
 
 
 
 (2.47) 
Prav tako se na enak način zapiše tudi enačbo KE združenega elementa v ravnini, ki sledi. 
[𝑇]𝑇[?̅?][𝑇]{𝑈} = {𝑓} (2.48) 
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Pri tem je {𝑓} vektor notranjih osnih in prečnih sil ter notranjih momentov in vseh 
ekvivalentnih obremenitev v vozliščih zapisan v globalnem KS. 
 
 
 
Slika 2.9: Združen element v ravnini [4]. 
 
 
2.4. Koncept superelementov 
Največja prednost superelementov je ta, da se podstrukture lahko obravnava ločeno in se jih 
nato združi nazaj. To se doseže s pomočjo statične kondenzacije, ki je predstavljena v tem 
podpoglavju. 
 
Statična kondenzacija se uporablja za zmanjšanje števila prostostnih stopenj elementa 
oziroma za eliminacijo prostostnih stopenj notranjih vozlišč podstrukture. Notranja vozlišča 
predstavljajo tista, ki niso povezana z vozlišči drugega superelementa. Vozlišča, ki pa so 
povezana z vsaj enim vozliščem drugega superelementa, se imenujejo mejna vozlišča. Na 
sliki 2.10 je prikazan ponavljajoč se element konstrukcije, ki jo bom obravnaval in je bila 
prikazana v uvodnem poglavju. Vozlišča, označena s številkami od 1 do 4, so mejna 
vozlišča, saj so z njimi povezana vozlišča drugih ponavljajočih se elementov ali pa je v njih 
konstrukcija podprta.  
 
 
 
Slika 2.10: Ponavljajoč se element konstrukcije z označenimi vozlišči. 
1 2
34
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Z naslednjimi enačbami je predstavljena statična kondenzacija na primeru sistema enačb v 
matrični obliki, ki je zapisan v enačbi (2.49). V njem vektor 𝑈𝑎 predstavlja mejne prostostne 
stopnje, 𝑈𝑐 pa notranje. 
[
𝐾𝑎𝑎 𝐾𝑎𝑐
𝐾𝑐𝑎 𝐾𝑐𝑐
] [
𝑈𝑎
𝑈𝑐
] = [
𝑓𝑎
𝑓𝑐
] (2.49) 
Iz enačbe (2.49) sledi: 
𝐾𝑐𝑎𝑈𝑎 + 𝐾𝑐𝑐𝑈𝑐 = 𝑓𝑐 (2.50) 
Če se 𝑈𝑐 izpostavi, se lahko zapiše: 
𝑈𝑐 = 𝐾𝑐𝑐
−1(𝑓𝑐 − 𝐾𝑐𝑎𝑈𝑎) (2.51) 
Iz enačbe (2.49) sledi tudi: 
𝐾𝑎𝑎𝑈𝑎 + 𝐾𝑎𝑐𝑈𝑐 = 𝑓𝑎 (2.52) 
Z vstavljanjem enačbe (2.51) v enačbo (2.52) se dobi enačbo (2.53), ki predstavlja sistem 
enačb superelementa. 
(𝐾𝑎𝑎 − 𝐾𝑎𝑐𝐾𝑐𝑐
−1𝐾𝑐𝑎)𝑈𝑎 = 𝑓𝑎 − 𝐾𝑎𝑐𝐾𝑐𝑐
−1𝑓𝑐 (2.53) 
Sistem se lahko zapiše tudi 
𝐾𝑎𝑎𝑛𝑈𝑎 = 𝑓𝑎𝑛 (2.54) 
kjer je 𝐾𝑎𝑎𝑛 togostna matrika superelementa, 𝑓𝑎𝑛 pa vektor notranjih veličin ter 
ekvivalentnih obremenitev in sta zapisana z naslednjima enačbama. 
𝐾𝑎𝑎𝑛 = 𝐾𝑎𝑎 −𝐾𝑎𝑐𝐾𝑐𝑐
−1𝐾𝑐𝑎 (2.55) 
𝑓𝑎𝑛 = 𝑓𝑎 − 𝐾𝑎𝑐𝐾𝑐𝑐
−1𝑓𝑐 (2.56) 
Rekonstrukcija superelementa oziroma izračun notranjih prostostnih stopenj pa je mogoč 
direktno iz enačbe (2.51). 
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3. Metodologija raziskave 
V tem poglavju bo prikazan koncept uporabe superelementov. Najprej bo rešen preprost 
verifikacijski primer s klasičnim pristopom brez uporabe superelementov. Za reševanje bo 
uporabljen program Wolfram Mathematica. V nadaljevanju bo ta problem rešen z uporabo 
superelementa, nato pa bo z uporabo superelementov rešen primer realistične konstrukcije, 
ki je bila predstavljena v uvodnem poglavju. 
 
 
3.1. Verifikacijski primer 
Za verifikacijski problem sem izbral preprosto konstrukcijo prikazano na sliki 3.1, ki je 
sestavljena iz osmih elementov. Nosilca sta na sliki prikazana odebeljeno, ostali elementi pa 
so palice. Vsi elementi so jekleni profili IPE 80 s prečnim prerezom A, vztrajnostnim 
momentom prereza 𝐼𝑢 in modulom elastičnosti Ej. Konstrukcija je v vozliščih 1 in 4 fiksno 
vpeta, v vozliščih 2 in 3 pa je podprta s pomično členkasto podporo. V vozlišču 3 je točkovno 
obremenjena s silo 𝐹, ki deluje v z smeri.  
 
 
  
Slika 3.1: Verifikacijski primer. 
????
? ????????????????????????????????????
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- Zapis matrike togostnih matrik konstrukcije 𝐾𝑔: Prva štiri vozlišča imajo po tri 
prostostne stopnje, in sicer pomika v x ter z smeri ter zasuk. Peto vozlišče ima dve 
prostostni stopnji, to pa sta oba pomika. Dimenzije matrike so zato 14 × 14. Posamezne 
togostne matrike elementov sem nato zapisal v skupno matriko na mesta prostostnih 
stopenj, kar prikazuje slika 3.4. 
 
 
 
Slika 3.4: Izpis iz Mathematice: Zapis matrike togostnih matrik konstrukcije. 
 
- Zapis vektorja pomikov 𝑈𝑔 in vektorja notranjih veličin ter ekvivalentnih obremenitev 
𝐹𝑔: Ker je konstrukcija v vozliščih 1 in 4 fiksno vpeta, so zato v teh vozliščih oba pomika 
ter zasuk enaki nič. V vozliščih 2 in 3 pa je podprta s pomično členkasto podporo, kar 
pomeni, da se ne morejo gibati v x smeri in sta zato ta pomika enaka nič. Glede na to, da 
elementi niso obremenjeni ne z zvezno ne s temperaturno obremenitvijo, se izkaže, da 
so v vektorju 𝐹𝑔 vse prostostne stopnje, na katere zunanje obremenitve ne delujejo, 
enake nič. Vse zunanje sile in momenti, ki delujejo na vozlišča, so označeni z 𝐹𝑥𝑖, 𝐹𝑧𝑖 
ter 𝑀𝑖. V vozliščih 1 in 4 so zaradi fiksnega vpetja prisotni sili v x in z smeri ter moment, 
v vozliščih 2 in 3 pa le sila v x smeri ter v vozlišču 3 sila v z smeri, saj je tam prisotna 
koncentrirana obremenitev. Zapis vektorjev v programu je prikazan na sliki 3.5. 
 
 
 
Slika 3.5: Izpis iz Mathematice: Zapis vektorja pomikov ter vektorja notranjih veličin. 
 
- Reševanje sistema enačb: Na sliki 3.6 je prikazano reševanje sistema enačb, s katerim 
izračunamo pomike ter obremenitve v vseh vozliščih. 
 
 
????
?
???????????????????? ?????????????????????????????????????
?
?? ????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????? ????????????????????????????????????????????
???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
?
?
?
???????????????????? ????????????????????????????????????? ???????????????????????????????
?
?
? ?????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
????????? ??????????? ???????? ??? ??????? ????????? ????? ??????? ?? ????????? ???????????????? ??
???????????????????????????????????????????????????????????????????? ?????????????????????
??? ?????? ????????????? ????? ?????????????????????????????????????????????????????????????
???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
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Slika 3.8: Izpis iz Mathematice: Delitev togostne matrike ter vektorjev pomikov in obremenitev. 
 
Sledi zapis togostne matrike in vektorja obremenitev superelementa v sladu z enačbama 
(2.55) in (2.56) ter reševanje sistema enačb superelementa, kar je prikazano na sliki 3.9. Po 
tem koraku so poznani povesi in obremenitve mejnih vozlišč, za notranje vozlišče pa 
moramo rekonstruirati superelement. 
 
 
 
Slika 3.9: Izpis iz Mathematice: Reševanje sistema enačb superelementa. 
 
Rekonstrukcija superelementa: Pomike notranjih vozlišč se izračuna direktno iz enačbe 
(2.51), kot je prikazano na sliki 3.10. 
 
 
 
Slika 3.10: Izpis iz Mathematice: Izračun notranjih prostostnih stopenj. 
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3.2. Realistična konstrukcija 
Kot sem omenil v uvodu, bom obravnaval konstrukcijo, kakršna se pojavlja na mostu tipa 
Bailey in je prikazana na sliki 3.11. V robnih vozliščih 1, 4, 48, ter 49 je podprta z 
nepomičnimi členkastimi podporami. V vozliščih 3, 19 ter 34 je točkovno obremenjena s 
silo 𝐹, ki deluje v z smeri. Konstrukcija je sestavljena iz štirih enakih delov, zato se lahko to 
ponovljivost izkoristi ter se konstrukcijo obravnava s superelementi. To se stori tako, da se 
enega od ponovljivih delov zapiše s superelementom, kot je bilo prikazano na 
verifikacijskem primeru v prejšnjem podpoglavju. Razlika pa je, da se v tem primeru robni 
pogoji ter zunanje obremenitve še ne upoštevajo, saj vsi elementi niso obremenjeni enako in 
tako lahko izkoristimo ponovljivost geometrije.  
 
 
 
Slika 3.11: Realistična konstrukcija. 
 
Na sliki 3.12 je prikazan ponovljiv element, ki ga obravnavamo kot superelement. Sestavljen 
je iz nosilcev na zgornji in spodnji strani ter iz palic, ki ju povezujejo. Vsi elementi so jekleni 
profili IPE 80 s prečnim prerezom A, vztrajnostnim momentom prereza 𝐼𝑢, modulom 
elastičnosti Ej ter razdaljo najbolj oddaljene točke na prerezu od nevtralne osi 𝑒. Številčne 
vrednosti podatkov o geometrijskih ter materialnih lastnosti so podane v preglednici 3.1. 
 
 
Preglednica 3.1: Podatki geometrijskih ter materialnih lastnosti. 
𝐹 = 2000 N 
𝐿 = 1000 mm 
𝐻 = 50 mm 
𝐴 = 764 mm2 
𝐼𝑢 = 80,1 × 104 mm4 
𝐸𝑗 = 200000 MPa 
𝑒 = 40 mm 
????
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Slika 3.13: Diagram poteka programa. 
 
V prvem delu se definira materialne ter geometrijske lastnosti konstrukcije in so za 
obravnavano konstrukcijo prikazane v preglednici 3.1. Podatke je potrebno zapisati v 
konsistentnih enotah. 
 
V drugem delu se poda koordinate vozlišč prvega od ponovljivih elementov, nato pa se v 
tretjem delu zapiše elemente in njihove lastnosti. Za vsak element je potrebno zapisati 
vektor, kjer se na prvi dve mesti zapiše vozlišči na robu elementa, na tretje mesto se zapiše, 
ali se element obravnava kot nosilec ali kot palico, na naslednja tri mesta pa se zapiše 
velikost prereza elementa, vztrajnostni moment prereza ter razdaljo 𝑒. V primeru 
obravnavane konstrukcije so lastnosti elementov povsod enake, saj sem izbral isti profil za 
vse elemente, v opisu konstrukcije pa je predstavljeno, katere elemente obravnavam kot 
nosilce in katere kot palice. Podati je potrebno tudi število željenih ponovljivih elementov, 
kar se poda v 4. delu in je v primeru obravnavane konstrukcije enako 4. Program lahko 
uporabimo tudi za reševanje neponovljivih konstrukcij tako, da podamo, da je število 
ponovljivih elementov enako ena. 
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Vse dele, ki sledijo do dela 17, program izvrši samodejno, zajemajo pa izris konstrukcije, 
določitev mejnih vozlišč, izdelavo togostne matrike superelementa, zapis vektorja pomikov 
in zasukov ter vektorja notranjih sil in momentov ter zunanjih obremenitev konstrukcije. V 
devetem delu program za mejna vozlišča vzame tista, ki so v stiku z vozlišči naslednjega 
superelementa, dopušča pa, da se poleg teh zapiše tudi dodatna vozlišča, iz katerih je nato 
sestavljen superelement. Zapis dodatnih vozlišč pride prav pri dimenzioniranju konstrukcije, 
saj se po prvih izračunih vidi, v katerih vozliščih se pojavijo največji pomiki ali v katerih 
elementih se pojavijo največje napetosti. Takrat se lahko ta vozlišča doda med mejna 
vozlišča in ko se program požene znova, mu ni potrebno računati vseh prostostnih stopenj, 
ampak le tiste, ki so potrebne za dimenzioniranje konstrukcije, kar omogoča hitrejše 
izračune. Med dodatna vozlišča, ki jih je potrebno zapisati, pa spadajo tudi vsa vozlišča, v 
katerih je prisotna zunanja obremenitev, saj se jih tako lahko kasneje zapiše v vektor 
zunanjih obremenitev konstrukcije. V primeru obravnavane konstrukcije dodatnih vozlišč 
nisem zapisal, saj vse zunanje obremenitve delujejo na vozlišča, ki so že izbrana kot mejna 
vozlišča. 
 
V 17. delu sledita zapisa reakcij v podporah in zunanjih obremenitev, ki se jih zapiše s 
pomočjo izrisane konstrukcije, na kateri so označena vozlišča. Kot je bilo že omenjeno, je 
konstrukcija v vozliščih 1, 4, 48, ter 49 podprta z nepomičnimi členkastimi podporami. V 
vozliščih 3, 19 in 34 pa je točkovno obremenjena s silo 𝐹, ki deluje v z smeri. 
 
Na tej stopnji ima program vse potrebne podatke za izračun sistema enačb superelementa. 
Ta steče v 18. delu programa in s tem so znani pomiki ter zasuki mejnih vozlišč. Za izračun 
ostalih vozlišč pa je potrebna rekonstrukcija superelementa, ki se zgodi v 19. delu. Tedaj so 
znani pomiki ter zasuki vseh vozlišč konstrukcije. 
 
V 20. delu sledi izračun notranjih sil in momentov ter s tem posledično tudi aksialnih in 
upogibnih napetosti v elementih. Program na koncu izpiše še matriko pomikov in zasukov 
ter matriko elementov z notranjimi obremenitvami in napetostmi. 
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4. Rezultati in diskusija 
V tem poglavju bodo predstavljeni rezultati, dobljeni s preračunom realistične konstrukcije 
v lastnem programu. Za preverjanje rezultatov sem konstrukcijo obravnaval tudi v Abaqusu, 
tako da bodo predstavljeni tudi ti rezultati. Na koncu bo prikazano še zmanjšanje časov 
izračunov s pomočjo superelementov. 
 
 
4.1. Rezultati realnega primera  
Preračun konstrukcije sem preveril z Abaqusom, kjer sem celotno konstrukcijo zmodeliral 
in ji predpisal enake geometrijske in materialne lastnosti, kot so bile predstavljene v 
prejšnjem poglavju.  
 
Vrednosti pomikov vozlišč v z smeri na oba načina so prikazane v preglednici 4.1. Vozlišča 
so v Abaqusu označena drugače kot v mojem programu, zato je na sliki 4.1 prikazana 
konstrukcija z označenimi elementi ter vozlišči v obeh programih. Primer konstrukcije je v 
Abaqusu prikazan s pomiki vozlišč, ki so zaradi boljše predstave povečana. Oznake vozlišč 
so na sliki predstavljene z  rjavo barvo, oznake elementov pa z modro. 
 
Izračunani pomiki so na oba načina identični, iz tega se lahko sklepa, da so pravilni in da 
Abaqus uporablja enak način za izračun pomikov. Največji poves se pojavi v vozlišču 19 
(slika 4.1 (a)). Vsi pomiki in zasuki vozlišč izračunani s programom so prikazani v prilogi 
na straneh 44, 45 in 46. 
 
Preglednica 4.1: Vrednosti pomikov vozlišč v z smeri. 
Številka vozlišča i Pomik 𝑢𝑧𝑖  [mm] Številka vozlišča Pomik 𝑢𝑧𝑖  [mm] 
Moj 
program 
Abaqus  
(isto vozlišče) 
Moj 
program 
Abaqus Moj 
program 
Abaqus 
(isto 
vozlišče) 
Moj 
program 
Abaqus 
1 59 0 0 32 27 -0,2537 -0,2537 
2 49 -0,1834 -0,1834 33 17 -0,1834 -0,1834 
3 39 -0,1869 -0,1869 34 6 -0,1869 -0,1869 
se nadaljuje 
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nadaljevanje 
Številka vozlišča i Pomik 
𝑢𝑧𝑖  [mm] 
Številka 
vozlišča 
Pomik 𝑢𝑧𝑖  [mm] Številka 
vozlišča i 
Pomik 
𝑢𝑧𝑖  [mm] 
Moj 
program 
Abaqus  
(isto vozlišče) 
Moj 
program 
Abaqus Moj 
program 
Abaqus  
(isto 
vozlišče) 
Moj 
program 
Abaqus 
4 57 0 0 35 31 -0,2848 -0,2848 
5 58 -0,0080 -0,0080 36 21 -0,2698 -0,2698 
6 56 -0,0479 -0,0479 37 20 -0,2533 -0,2533 
7 55 -0,0805 -0,0805 38 19 -0,2247 -0,2247 
8 54 -0,1257 -0,1257 39 18 -0,1901 -0,1901 
9 50 -0,1764 -0,1764 40 8 -0,1939 -0,1939 
10 41 -0,1729 -0,1729 41 7 -0,1933 -0,1933 
11 40 -0,1797 -0,1797 42 9 -0,2249 -0,2249 
12 42 -0,1264 -0,1264 43 10 -0,2532 -0,2532 
13 43 -0,0805 -0,0805 44 12 -0,2700 -0,2700 
14 45 -0,0474 -0,0474 45 13 -0,2808 -0,2808 
15 46 -0,0080 -0,0080 46 14 -0,2805 -0,2805 
16 47 -0,0135 -0,0135 47 11 -0,2537 -0,2537 
17 44 -0,0804 -0,0804 48 60 0 0 
18 32 -0,2850 -0,2850 49 62 0 0 
19 22 -0,2885 -0,2885 50 4 -0,1764 -0,1764 
20 48 -0,1901 -0,1901 51 3 -0,1257 -0,1257 
21 38 -0,2247 -0,2247 52 16 -0,0805 -0,0805 
22 37 -0,2533 -0,2533 53 34 -0,0479 -0,0479 
23 36 -0,2698 -0,2698 54 53 -0,0080 -0,0080 
24 33 -0,2848 -0,2848 55 52 -0,0135 -0,0135 
25 24 -0,2850 -0,2850 56 61 -0,008 -0,008 
26 23 -0,2880 -0,2880 57 51 -0,0474 -0,0474 
27 25 -0,2700 -0,2700 58 35 -0,0805 -0,0805 
28 26 -0,2532 -0,2532 59 1 -0,1264 -0,1264 
29 28 -0,2249 -0,2249 60 5 -0,1797 -0,1797 
30 29 -0,1933 -0,1933 61 2 -0,1729 -0,1729 
31 30 -0,1939 -0,1939 62 15 -0,0804 -0,0804 
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Slika 4.1: Konstrukcija z označenimi vozlišči ter elementi iz lastnega programa (a), iz Abaqusa (b). 
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4.2. Analiza napetostnega stanja 
Izračun napetosti s programom je pokazal, da se največje aksialne napetosti pojavijo v 
elementih v bližini podpor. Največje tlačne napetosti se pojavijo v elementih 1, 2, 83 in 84, 
največje natezne pa v elementih 13, 14, 87 in 88. Največje upogibne napetosti se pojavijo na 
sredini konstrukcije v elementih 35 in 66. Številčne vrednosti največjih napetosti so 
prikazane v preglednici 4.2, vse napetosti pa so izpisane v prilogi na straneh 42, 43 in 44. 
 
Preglednica 4.2: Mesta in vrednosti največjih napetosti. 
Največje napetosti Elementi  Vrednosti [MPa] 
Aksialne natezne 13, 14, 87, 88 6,82 
Aksialne tlačne 1, 2, 83, 84 −6,83 
Upogibne 35, 66 3,77 
 
 
Po tej analizi so znana mesta največjih napetosti in njihove vrednosti, ki pa so veliko manjše 
od kritičnih, ki znašajo pri splošnih konstrukcijskih jeklih od 340 do 420 MPa. V naslednjem 
koraku bi tako lahko zmanjšal geometrije profilov ali zamenjal profile palic in tako napetosti 
približal dopustnim, vendar dimenzioniranje konstrukcije ni namen te naloge in ne bo 
prikazano. 
 
 
4.3. Primerjava časov izračuna 
V uvodu sem omenil, da je analiza z uporabo superelementov hitrejša kot klasična analiza, 
vendar se pri majhnih konstrukcijah ta razlika ne pozna, saj znaša le nekaj sekund. Zato sem 
analiziral še eno izmišljeno konstrukcijo, ki ima veliko prostostnih stopenj. Sestavljena je iz 
dvajsetih ponovljivih elementov, kakršen je prikazan na sliki 4.2. 
 
 
 
Slika 4.2: Ponovljiv element namišljenega primera. 
 
 28 
Celotna konstrukcija ima tako 15280 elementov, za katere sem določil, da so sami nosilci in 
so zato v vsakem vozlišču tri prostostne stopnje, ki jih mora program izračunati. Elemente 
povezuje 8080 vozlišč, kar nanese 24240 prostostnih stopenj in enakoštevilčni sistem enačb, 
ki ga je potrebno razrešiti. 
 
Konstrukcijo sem najprej rešil na klasičen način brez uporabe superelementov, čas reševanja 
pa sem izmeril kar znotraj Mathematice z vgrajeno funkcijo. Čas reševanja na klasičen način 
je znašal 1836 sekund. 
 
Konstrukcijo sem izračunal še z uporabo superelementov, s tem pa se je čas reševanja 
zmanjšal na samo 94 sekund, kar pomeni skoraj dvajsetkrat hitrejšo rešitev z uporabo 
superelementov. Ker so po prvi analizi znana mesta največjih napetosti, se lahko v vseh 
naslednjih analizah doda v superelement najbolj obremenjene elemente konstrukcije in se ne 
računa prostostnih stopenj znotraj elementa. Tako analizo sem tudi izvedel in je trajala 25 
sekund. Na tak način je vsaka dodatna analiza zelo hitra, medtem ko pri klasičnem načinu 
vsaka nadaljnja analiza traja spet pol ure. 
 
V zaključni nalogi sem predstavil le prednost uporabe superelementov pri enostavnih 
ponovljivih konstrukcijah, pa so časi računanja vseeno veliko krajši. Pri obravnavi velikih 
in zapletenih konstrukcij bi lahko uporabili še računanje na več računalnikih hkrati, kar bi 
prineslo še večje časovne prihranke. Še bolj pa bi se to poznalo pri bolj zahtevnih 
konstrukcijah v 3D prostoru, ki se obravnavajo z velikim številom volumskih končnih 
elementov.  
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5. Zaključki 
Tekom izdelave zaključne naloge sem osvojil koncept superelementov na preprostem 
primeru konstrukcije. Izdelal sem program za obravnavo konstrukcij s pomočjo 
superelementov in analiziral realistično konstrukcijo ter ugotovil, kje se pojavljajo in 
kolikšne so največje napetosti. Z obravnavo izmišljene konstrukcije sem ugotovil, da je 
lahko analiza z uporabo superelementov več desetkrat hitrejša od klasične analize, ne da bi 
se to poznalo na končnih rezultatih. Z obravnavo večih konstrukcij sem ugotovil, kako 
preprosta je obravnava različnih konstrukcij z uporabo lastnega programa. Ugotovil sem, da 
je največja prednost uporabe superelementov učinkovitost, saj hitrejši izračuni pomenijo 
natančnejše rezultate v istem času ali pa manjše stroške za enake rezultate. 
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